Problemas Resolvidos

VETORES

Atencao Leia 0 assunto no livro-texto e nas notas de aula e reproduza os problemas resolvidos aqui. Outros s@o deixados para v. treinar

PROBLEMA 1  Dois vetores, cujos modulos sédo de 6 e 9 unidades de comprimento, formam um angulo de (a) 0°,
(b) 60°, (c) 90°, (d) 150°, e (e) 180°. Determine o mddulo da soma desses vetores e a dire¢édo do vetor resultante com
relacdo ao menor vetor.

SOLUCAO  Seja |Ja] = 6 e |b| = 9 e vamos escolher a dire¢do Ox na dire¢do e no sentido do vetor a. Na Figura 1,
c = a+b, representa a soma dos vetores a e b, 8 € o &ngulo entre esses vetores e a é a diregdo da resultante com
relacdo vetor a (menor vetor). De acordo com o que vimos em classe, a soma de dois vetores, em termos das
componentes, pode ser escrita como

Cx:ax+bx, Cy:ay+by —’C:Cx|+CyJ

de onde podemos calcular a direcdo de c em relagdo ao eixo Ox, usando a expressao
Cy Cy
tga = T -> 0 = arCtg(C—X)

Como a direcdo de Ox coincide com a direcao do vetor a, o angulo a é também o angulo entre o vetor resultante ce o
vetor a, que o problema pede. Com base na figura, vamos calcular o vetor resultante ¢ e sua direcdo em relacdo a a
para cada um dos casos mostrados.

o = 180°

®

Figura 1 Representagdo geométricade c=a+b

(a) Componentes:

ax:a:6, bx:b:9 Cx:6+9215 .
= = c=15i
ay=0, by=0 Cy=0
Logo,
15
c=105i+3/3j =
a=0°

(b) Componentes:
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ay = acos0® = 6, by = bcos60® = 9x 0,5 = 4,5 C = 6+45<=105 _ .
J3 =4 = ¢c=10,5i+7,8]
ay = asen0® = 0, byzbsen60°=9><7=7,8 cy=0+78=7,8
Logo,

c=,/10,52+7,8% =131

— i) ~ 0
a= arctg(—lo’5> ~ 37

(c) Componentes:

ax=a=6, by=bcos90°=0 cx=6+0=6 ) _
= = Cc=61+9]
ay =0, by = bsen90° = 9 cy=0+9=9

Logo,

c=462+92 = /36+81 = 10,8

c=6i+9]j a=arctg(%):56°

(d) Componentes:

ax =a=6, bx—b003150°_9x<—£>_—7,8 cx=6-7,8=-1,8
=

2
cy=0+4,5=4,5

} = Cc=-1,8i+4,5]
ay:o, by: b%n150029X0,5:4,5

Logo,

c=J(-1,8)2+452 =438

4,5

c=-1,8i+4,5]
o = arctg(ﬂ) ~ 100°

(e) Componentes:

ay =0, by = bsen180° = 9x 0 = 0

c=-3i c=3
a = 180°

* %k
PROBLEMA 2  Calcule o angulo entre dois vetores, de médulos iguais a 10 e 15 unidades de comprimento, nos
casos em que a soma desses vetores € (a) 20 unidades de comprimento e (b) 12 unidades de comprimento. Desenhe
uma figura apropriada.

ax—a-=6, bX:b003180°:9><(—1)=—9} CX:6—9:—3}
= = C

Logo,

SOLUCAO Seja ja] = 10 e |o| = 15, e 6 o angulo entre os dois vetores que queremos calcular. Vamos escolher o
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eixo Ox na direcdo e sentido do vetor a, de modo que ax = a = 10 e ay = 0. Assim

a = 10i la| = ax = 10 (@) Ic| = J(ax+bx)?+bZ =20
. . = c=a+b=axi+(ay+by)j
b=bdi+bj  Jo|= [bf+b§ =15 Y (b) Icl = J(@x+b)?+bf =12

(a) Neste caso, [c| = 20 e, portanto,

la] = Jag+a =ax =10
ax = 10, b2+ b2 = 225
b|= [b2+b2 = 15 :>{

‘/ i (ax + bx)? + b§ = aZ + 2axby + (b + bf) = 400
lc| = J(ax + bx)? + (ay + by)* =20

Assim, substituindo os valores na Ultima equacgéo, encontra-se

100 + 2 x 10by + 225 = 400 = by = % - 3,75

Da equagdo bZ + b7 = 225, podemos encontrar by. Ou seja,

by = +/225-bZ = +,/225- 14,1 = +14,5
Assim, temos dois vetores b que satisfazem as condi¢cfes do problema:

by = 3,75 + 14,5]

by = 3,751 — 14,5]

Para calcular o angulo 6 entre os dois vetores, basta calcular o angulo entre o vetor b e 0 eixo Ox. Assim,

_ 14,5 _ o
01 — arctg( ! 75) _ 75,5
145 o o
02 = arctg(—3’75 ) — _75,5
y y
C
b
a
X
\ o X 0,
a
c b
@@ lcl=20

Figura 2 Solugdes para |c| = 20.

(b) Faca este item, seguindo o0 mesmo procedimento de (a).
* Y Kk
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PROBLEMA 3  Dois vetores formam um angulo de 110°. Um dos vetores € de 20 unidades de comprimento e faz
um angulo de 40° com o vetor resultante da soma dos dois. Determine o médulo do segundo vetor e do vetor soma.

SOLUCAO  Vamos supor que c=a+b e que [a| = 20, fazendo um &angulo o = 40° com o vetor resultante c.
Escolhendo o eixo Ox na direcdo e sentido do vetor a entdo o angulo entre o vetor b e este eixo vale § = 110° (o
mesmo que entre a e b).

c b

0 =110°
o =40° 1\
X

a

Figura 3
» Célculo do mddulo do vetor b Da mesma forma, a € o angulo entre o vetor c e o eixo Ox (Figura 3). Em termos
das componentes:

ax = acos0° = 20 by = bcos110° = -0,34b = cyx = ax+ by = 20-0,34b
ay=SenO°=0 by=bsen110°=0,94b - Cy:ay+by=0,94b

}c= (20— 0,34b)i + 0,94b |

Para a = 40° e como sabemos que

tga = & = tg40° = %042% — 0,94b = (20 — 0,34b) tg40°

ou (tg40° = 0,84)
0,94b = (20-0,34b) x 0,84 = 0,94b + 0,290 = 16,8 = b = 13,7

gue é o médulo do vetor b.

» Célculo do mdédulo do vetor soma Para calcular o médulo do vetor c, basta usar sua representagdo
c=(20-0,34b)i + 0,94bj para b = 13,7. Assim,

c=(20-0,34x13,7)i+0,94x13,7) = 15,31 +12,9] =c| = 15,32 + 12,92 = 20

* k *
PROBLEMA 4 O vetor resultante de dois outros é de 10 unidades de comprimento e forma um angulo de 35° com
um dos vetores componentes, que € de 12 unidades de comprimento. Determine o médulo do outro vetor e o angulo
entre os dois.

SOLUCAO Sejac=a+b e |c| = 10. Vamos escolher Ja] = 12 e o eixo Ox na direcéo e sentido deste vetor. Assim, o
vetor resultante ¢ faz um angulo a = 35° com o vetor a e, por constru¢do, com o eixo Ox. Da mesma forma, 6 € o
angulo entre a e b e também o angulo entre b e o eixo Ox (direcdo de b) (Figura 4). As componentes desses vetores
séo :

acosQ°® = 12 by = bcosf = bcosd = cx = ax + bx = 12+ bcoso
ay + by = bsend

ax
ay = asen0° =0 by = bsenf = bsenfd = cy

} c=(12+bcosh)i + bsend |
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Figura 4

» Calculo do angulo (0) entre os vetores ae b Mas, como conhecemos o modulo e a dire¢cdo de ¢, podemos
calcular suas componentes, ou seja,

Cx = €cos35° = 10x 0,82 = 8,2 Cy =csen35° =10x0,57 =57 = c=8,2i+57]

Comparando com a outra expressao de ¢, obtemos

12 + bcosO = 8,2 b b end . b 57
bsend =5,7 - seng = 27 = 190 cosh  -3,8 3,8 =-15
T b b

ou
0 = arctg(-1,5) = 0 = 123,7°
» Calculo do moédulo do vetor b Com o angulo 6 agora podemos calcular b usando a expresséo para c

¢ = (12 +bcosh)i + bsend j = (12— 0,55b)i + 0,830

Como sabemos que [c| = 10, entdo

¢ = /(12— 0,550) + (0,830)2 = 10

e dai podemos calcular o médulo de b. Ou seja,

1/(12—0,55b)2 +(0,83b)2 = 10 = (12-0,55b)2 + (0,83b)2 = 100 = 0,99b2 — 13,2b+ 44 = 0

Esta equacao do segundo grau tem duas iguais, b = 6,7 que € o mddulo do vetor, que procuramos.

* %k
PROBLEMA 5 Determine o angulo entre dois vetores, de 8 e 10 unidades de comprimento, quando o vetor
resultante faz um angulo de 50° com o vetor maior. Calcule, também, o modulo do vetor resultante.
SOLUCAO  Faca este problema; é similar ao anterior.

* % Kk
PROBLEMA 6 A resultante de dois vetores é de 30 unidades de comprimento e forma, com eles, angulos de 25° e
50°. Determine os médulos dos dois vetores

SOLUCAO Resolva este problema; é similar aos anteriores.
* %k *
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PROBLEMA 7  Determine as componentes ortogonais de um vetor de 15 unidades de comprimento que forma um
angulo, com o eixo Ox, positivo, de (a) 50°, (b) 130, c) 230° e (d) 310°.
SOLUCAO  Deixado para v. treinar.

* % %
PROBLEMA 8  Trés vetores de um mesmo plano, tém, respectivamente 6, 5 e 4 unidades de comprimento. O
primeiro e o segundo formam um &angulo de 50°, enquanto que o segundo e o terceiro formam um &ngulo de 75°.
Determine o médulo e a direcédo da resultante relativamente ao maior vetor.

SOLUCAO  Vamos considerar que d =a+b+c, onde |aj=6, [b|=5 e [c| =4, e com a escolha do eixo Ox na
direcéo e sentido do vetor a, as dire¢des desses vetores sdo: 0, = 0°,0, = 50°e 6. = 75° + 50° = 125° (Figura 5).

Figura 5

As componenentes desses vetores podem entéo ser calculadas:

ay = acos0® = 6 bx = bcosOp = 5c0s50° = 3,2 Cx = cCcoSO¢ = 4c0s125° = -2.3
ay = asen0° =0 by = bsenf, = 5senb0° = 3,8 Cy = csenfe = 4sen125° = 3,3
d ax+bx+cxk=6+3,2-2,3=6,9 . .

X e d=26,9+71]

» Mddulo do vetor resultante A partirde d = 6,9i + 7,1j, o mddulo de d pode ser facilmente calculado,

dj = JdZ+df = /6,92+7,12 =9,9
» Direcdo do vetor resultante A direcao do vetor d é dada por

tga = ﬂ Ll 1,0 = a = arctg(1,0) = 45°
dx 9

* % %
PROBLEMA 9  Séo dados quatro vetores coplanares, de 8, 12, 10 e 6 unidades de comprimento, respectivamente;
os trés ultimos fazem, com o primeiro, os angulos de 70°, 150° e 200°, respectivamente. Determine 0 médulo e a
direcdo do vetor resultante
SOLUCAO  Este problema é semelhante ao anterior. Resolva.

* %k
PROBLEMA 10 Prove que, se a soma e a diferenca de dois vetores sdo perpendiculares, os dois vetores tém
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modulos iguais.

SOLUCAO  Vamos denotar por s= a+b e d = b —a os vetores soma e a diferenca de dois vetores a e b quaisquer,
respectivamente, e escolher o eixo Ox na direcéo e sentido de a. Assim, o angulo 6 entre os vetores a e b da também a
direcdo do vetor b. Seja ¢ 0 angulo entre os vetores soma, s, e diferenca, d, cujas dire¢cdes sédo dadas por as € ag,
respectivamente (Figura 6).

Figura 6

Vamos calcular as componentes desses vetores no sistema Oxy:

,
{ S=athe o [arboleiZ

ay=a by = bcosf Sy = by
=
ay=0 by = bsend {dxsz—a

= d= J(bx—a)?+b?
d, - b, J(ox— )% + b}

N
Da Figura 6, sabemos que

ag=0s+¢ = ¢ =aq—as
Tomando o seno de ambos os membros na expresséo para ¢, encontra-se

sen(¢) = sen(aq — as) = SeNayCoSas — SeNasCoSa 4

Mas,
SRV T TS (v
J@+b)?+bf [(bx—2)%+b2
COSO(S=i:a+—bX COS(Xdz%:L
J@+bx)?+bj [(bx—a)% + b2
Entéo
by ___a+be by bx—a

[(be—a)2 + b2 farboz+t; ) \ Jarbor+bg J\ Jo-a)?+b3

Agora vamos considerar a condicdo de perpendicularidade entre os vetores s e d, expressa por ¢ = 90° (ou ¢ = %

rad). Entdo, lembrando que sen90° = 1, encontra-se
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1 - by aib, b\ bea
Fazendo o produto e simplificando o resultado, encontra-se
2aby

(J(bx —a)?+b} ) (J(a+ b2 + b3 )

ou, (acompanhe cuidadosamente as passagens seguintes):

((bx—a)?+b3) ((@a+byx)?+bf) = 4a%b3
— 2bZa? + b} + 2b3bZ + a* + 2b7a? + b = 4a2b3
a* — 2b%a? + 2bZa? + (by + by + 2bgb?) = 4a2b]
a* - 2bZa2 + 2b2a? + (b2 + b3)” = 4a2b?

a*+b* - 2bza? — 4a2bZ + 2b%a? = 0

a*+b* - 2bza? - 2a?bf = 0

a*+b*-2a%(bz +bZ) =0

a*+b*-2a%? =0

(@2-b2)%=0

=1

onde usamos b? = bZ + bZ. Logo
a?-b?=0=a=b
cqd.

Observacdo  Esta solucdo torna-se muito mais simples com o uso de outras propriedades dos vetores que veremos
mais tarde (produto escalar).

* %k Kk
PROBLEMA 11 Dados os vetores

a=3i-5, b=-i+4
calcular: (a) o médulo e a diregdo do vetor soma; (b) o modulo e a direcdo da diferenca a-b.
SOLUCAO  Como conhecemos as projecdes dos vetores, ou seja,
ax=3,ay=5
bx=-1, by =4

podemos representa-los no sistema Oxy (Figura 7).
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Figura 7
» (@) Médulo e diregdo do vetor soma  Denotando o vetor soma por s = a+ b, entdo

Sx=ax+bx=3-1=2 } s=422+1 = /5 =224
=

s =ay+by = 5+4=-1 905 = & = S = 05 = -26,6°

v

(b) M6dulo e direcdo do vetor diferenga  As componentes do vetor diferengca d = a— b sdo

x = ax— by = 3— (1) = 4 } d= 42+ (-9)? = JII7 =~ 10,82
—

dy =ay-by=-5-4=-9 tgha = 2 = =9 = g, = 66,0°

dx 4
* %
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